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, è, òåì ñàìûì, äëÿ óêàçàííîé ñëîæíî-
ñòè âïåðâûå óñòàíàâëèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè âûñîêîé ñòåïåíè
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Ââåäåíèå
àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñõåì (pi -ñõåì)
äëÿ ìóëüòèïëåêñîðíîé óíêöèè àëãåáðû ëîãèêè (ÔÀË) ïîðÿäêà n , òî åñòü äëÿ
óíêöèè µn îò n+2
n
áóëåâûõ ïåðåìåííûõ (ÁÏ), ãäå ïåðâûå n ïåðåìåííûõ íàçû-
âàþòñÿ ¾àäðåñíûìè¿, îñòàâøèåñÿ 2n  ¾èíîðìàöèîííûìè¿, à çíà÷åíèå óíêöèè
ðàâíî çíà÷åíèþ òîé å¼ èíîðìàöèîííîé ïåðåìåííîé, íîìåð êîòîðîé ïîñòóïèë íà
àäðåñíûå âõîäû.
Ñëîæíîñòü ìóëüòèïëåêñîðíîé ÔÀË èçó÷àëàñü â ðÿäå ðàáîò. Èçâåñòíî (ñì., íà-
ïðèìåð, [1℄), ÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ÔÀË µn , n = 1, 2, . . ., êàê ñõåìàìè èç
óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ), òàê è îðìóëàìè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Á0 =
= {x&y, x ∨ y, x} , àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 2n+1 , à å¼ ãëóáèíà â óêàçàííîì áàçèñå
ðàâíà (n+2) , åñëè 2 6 n 6 5 èëè n > 25 , ïðè óñëîâèè, ÷òî áàçèñíûå óíêöèîíàëü-
íûå ýëåìåíòû (ÔÝ) ¾&¿ è ¾∨¿ èìåþò åäèíè÷íóþ ãëóáèíó, à ÔÝ ¾¬¿  íóëåâóþ










äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ÔÀË
µn â êëàññå ÑÔÝ íàä áàçèñîì Á0 .
Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óñòàíîâëåííûõ â [4℄ àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ îöåíîê âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè (ñì. [5℄) äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìóëü-
òèïëåêñîðíîé ÔÀË â êëàññå pi -ñõåì.
Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è àêòû, à òàêæå ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ ðåàëèçàöèåé ÔÀË â êëàññàõ pi -ñõåì è îðìóë â áàçèñå Á0 . Òå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå â äàííîé ðàáîòå íå îïðåäåëÿþòñÿ, ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, â [6℄.
×åðåç L(Σ) áóäåì îáîçíà÷àòü ñëîæíîñòü pi -ñõåìû Σ , òî åñòü ÷èñëî êîíòàêòîâ â
íåé. Ïîä ðàíãîì R(F) îðìóëû F áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî âõîæäåíèé ÁÏ â å¼ çà-
ïèñü, òî åñòü ÷èñëî ëèñòüåâ ñâÿçàííîãî ñ íåé äåðåâà (ñì., íàïðèìåð, [6, ãëàâà 2,  5℄).
Ôîðìóëà, â êîòîðîé âñå ÔÝ ¾¬¿ ïðèñîåäèíåíû ê âõîäàì, íàçûâàåòñÿ îðìóëîé ñ
ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé pi -ñõåìå Σ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýê-
âèâàëåíòíóþ åé îðìóëó F â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Á0 ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè
òàêóþ, ÷òî R(F) = L(Σ), è îáðàòíî.
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Íàïîìíèì, ÷òî ñëîæíîñòüþ ÔÀË f â êëàññå pi -ñõåì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
Lpi(f) , ðàâíàÿ ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè pi -ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ÔÀË f , è ñîð-
ìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó.


































1. Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìóëüòèïëåêñîðíîé óíêöèè
Ïóñòü B = {0, 1} è Bn  n-ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà B  åäèíè÷íûé
n-ìåðíûé êóá, ÿâëÿþùèéñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÔÀË f , f : Bn → B , îò ÁÏ
x = (x1, . . . , xn) .
Ñëåäóÿ [6℄, ìíîæåñòâî íàáîðîâ δ , δ ⊆ Bq , áóäåì íàçûâàòü m-ðåãóëÿðíûì
(m 6 q ), åñëè |δ| = 2m è ïðåèêñû äëèíû m äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ èç δ ðàç-
ëè÷íû. àçáèåíèå êóáà íà m- ðåãóëÿðíûå êîìïîíåíòû íàçûâàåòñÿ m-ðåãóëÿðíûì.
Èç ðåçóëüòàòîâ [6, ãëàâà 4,  6℄ âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ëåììû.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m , q , λ , ãäå q = m + λ , è
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ÔÀË g = (g1, . . . , gλ) îò ÁÏ x1, . . . , xn ñóùåñòâóåò
m-ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) êóáà B
q
îò ÁÏ x1, . . . , xq òàêîå, ÷òî
ïðîèçâîëüíàÿ ÔÀË gi , 1 6 i 6 λ , íà ïðîèçâîëüíîé êîìïîíåíòå δj , 1 6 j 6 2
q−m
,
ñîâïàäàåò ëèáî ñ ïåðåìåííîé xm+i , ëèáî ñ å¼ îòðèöàíèåì.





ãäå x = (x1, . . . , xn)  íàáîð àäðåñíûõ ÁÏ, y = (y0, . . . , y2n−1)  íàáîð èíîðìàöè-
îííûõ ÁÏ è äëÿ íàáîðà σ = (σ1, . . . , σq) ∈ B
n
îðìóëà




2 . . . x
σn
n 






 íîìåð íàáîðà σ ïðè ëåêñèêîãðàè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè.
Èç [1, 6℄ ñëåäóåò, ÷òî ÔÀË µn ìîæíî ðåàëèçîâàòü â áàçèñå Á0 áåñïîâòîðíîé ïî








Ëåììà 2. Â áàçèñå Á0 èìååòñÿ îðìóëà ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè Fn(x, y) ,












Âñå ëîãàðèìû â äàííîé ðàáîòå áåðóòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2 .
2
Ïîëàãàåì, êàê îáû÷íî, ÷òî x
0 = x è x1 = x .
100 Ñ.À. ËÎÆÊÈÍ, Í.Â. ÂËÀÑÎÂ
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû m , s è t òàêèå, ÷òî3





, q = m+ s 6 n, (5)
à çàòåì ïðåäñòàâèì íàáîð ÁÏ x â âèäå x = (x′, x′′) , ãäå x′ = (x1, . . . , xq) ,
x′′ = (xq+1, . . . , xn) .
Äëÿ êàæäîãî j , j ∈ [1, t] è êàæäîãî l , l ∈ [1, s] , îïðåäåëèì ÔÀË ϕj è ψl îò ÁÏ
x1, . . . , xm êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÔÀË ìíîæåñòâà òåõ íàáîðîâ γ êóáà B
m
, äëÿ
êîòîðûõ ⌊ν(γ)/s⌋ = j − 1 è ν(γ) − ⌊ν(γ)/s⌋ = l − 1 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî íàáîðà γ , γ ∈ Bm , íàéäóòñÿ ÷èñëà j , j ∈ [1, t] , è l , l ∈ [1, s] ,
äëÿ êîòîðûõ Kγ(x1, . . . , xm) = ϕj · ψl .
àññìîòðèì ðàçáèåíèå ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) êóáà B
q
îò ÁÏ x′ , ïîñòðîåííîå ïî
ëåììå 1 äëÿ ñèñòåìû ÔÀË ψ = (ψ1, . . . , ψs) . àçîáü¼ì, äàëåå, êàæäîå ìíîæåñòâî δi ,
i ∈ [1, 2q−m] , íà ïîäìíîæåñòâà δi,1, . . . , δi,t , ãäå δi,j , j ∈ [1, t] ,  ìíîæåñòâî âñåõ òåõ
íàáîðîâ σ′ , σ′ ∈ Bq , íà êîòîðûõ ÔÀË ϕj îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó. Èç îòìå÷åííûõ
âûøå ñâîéñòâ ÔÀË ϕj , ψl è ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèÿ ∆ ñëåäóåò, ÷òî |δi,j | 6 s è ÷òî
äëÿ ëþáîãî íàáîðà σ′ , σ′ ∈ δi,j , ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ Kσ′(x
′) ñîâïàäàåò íà
δi,j ñ ÔÀË âèäà x
ασ′
m+lσ′
ïðè íåêîòîðûõ lσ′ ∈ [1, s] è ασ′ ∈ B .























′)  õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÔÀË ìíîæåñòâà δi,j . Èñêîìàÿ îðìóëà Fn(x, y)
ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè ðåàëèçàöèè êàæäîé ÔÀË χi,j(x
′) ïî å¼
ñîâåðøåííîé ÄÍÔ, à ÔÀË µn−q îò àäðåñíûõ ÁÏ x
′′
 ñ ïîìîùüþ îðìóëû F˜n−q .
Ïðè ýòîì äëÿ ðàíãà îðìóëû Fn ñ ó÷¼òîì (3) áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
R(Fn) 6 t · 2
q−m
(





















Åñëè ïðè n > 32 çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáðàòü òàê, ÷òî m = ⌈3 logn⌉ è s =
= ⌈n − 6 logn⌉ , òî íåðàâåíñòâà (5) áóäóò âûïîëíåíû, à èç ïîñëåäíåé ïðèâåä¼ííîé
âûøå îöåíêè ñëåäóåò (4).
Ñëåäñòâèå. Ñëîæíîñòü pi -ñõåìû Σn , ìîäåëèðóþùåé îðìóëó Fn , óäîâëå-
òâîðÿåò âåðõíåé îöåíêå (1).
Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåíèå pi -ñõåìû, àíàëîãè÷íîé pi -ñõåìå Σn , ìîæíî òàêæå âû-
ïîëíèòü íà îñíîâå êîíñòðóêöèè [7℄ äëÿ êîíòàêòíîãî (1, 2n)- ìíîãîïîëþñíèêà, ðå-
àëèçóþùåãî ñèñòåìó âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ðàíãà n îò n ÁÏ. Èñêîìàÿ
pi -ñõåìà òðåáóåìîé ñëîæíîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóò¼ì ïðèñîåäèíåíèÿ ê êàæäî-
ìó èç âûõîäîâ ýòîãî ìíîãîïîëþñíèêà êîíòàêòà èíîðìàöèîííîé ÁÏ â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðåäñòàâëåíèåì (2).
3
×åðåç ⌈a⌉ (⌊a⌋) îáîçíà÷àåòñÿ áëèæàéøåå ê a ñâåðõó (ñîîòâåòñòâåííî, ñíèçó) öåëîå ÷èñëî.
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2. Íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìóëüòèïëåêñîðíîé óíêöèè
Ñëåäóÿ [8℄, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî U ÁÏ ÔÀË f çàáèâàåò
å¼ ÁÏ x , x 6∈ U , åñëè ïîäñòàíîâêîé íåêîòîðûõ êîíñòàíò âìåñòî ÁÏ ìíîæåñòâà U
èç ÔÀË f ìîæíî ïîëó÷èòü ÔÀË, íå çàâèñÿùóþ ñóùåñòâåííî îò x . Ìíîæåñòâî X ,
ñîñòîÿùåå èç ÁÏ ÔÀË f , áóäåì íàçûâàòü íåçàáèâàåìûì, åñëè |X | > 2 è ëþáàÿ ÁÏ
x , x ∈ X , íå çàáèâàåòñÿ ìíîæåñòâîì X \ {x} . Ïåðåìåííàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ íåêî-
òîðîìó íåçàáèâàåìîìó ìíîæåñòâó ÁÏ ÔÀË f , ñ÷èòàåòñÿ íåçàáèâàåìîé ïåðåìåííîé
ýòîé ÔÀË. Çàìåòèì, ÷òî èíîðìàöèîííûå ÁÏ îáðàçóþò íåçàáèâàåìîå ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ ÔÀË µn(x, y) .
Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè U  íåçàáèâàåìîå ìíîæåñòâî ÁÏ ÔÀË f
è U ′ ⊂ U , |U ′| > 2 , òî ïðè ëþáîé ïîäñòàíîâêå êîíñòàíò âìåñòî ÁÏ èç ìíîæå-
ñòâà U \ U ′ â ÔÀË f ïîëó÷àåòñÿ ÔÀË f ′ , äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî U ′ ÿâëÿåòñÿ
íåçàáèâàåìûì ìíîæåñòâîì ÁÏ.
Ëþáóþ ÔÀË, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ÔÀË µn â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîé ïîäñòà-
íîâêè êîíñòàíò âìåñòî å¼ èíîðìàöèîííûõ ÁÏ, áóäåì íàçûâàòü êâàçèìóëüòèïëåê-
ñîðíîé ÔÀË ïîðÿäêà n . Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî âñå èíîðìàöèîííûå ÁÏ
òàêîé ÔÀË, åñëè èõ íå ìåíüøå äâóõ, îáðàçóþò íåçàáèâàåìîå ìíîæåñòâî å¼ ÁÏ è
÷òî îíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ÁÏ.
Ñëåäóÿ îáû÷íûì ïðàâèëàì (ñì, íàïðèìåð, [6℄), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ïîäñòà-
íîâêå íà îñíîâå ñëåäóþùèõ ñòàíäàðòíûõ òîæäåñòâ
0 = 1, 1 = 0, x · 0 = 0, x ∨ 1 = 1, x · 1 = x, x ∨ 0 = x,
êîíñòàíòû σ , σ ∈ {0, 1}, âìåñòî íåêîòîðîé ÁÏ x ÑÔÝ Σ , ðåàëèçóþùåé ÔÀË
f , âûïîëíÿþòñÿ (äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî) ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
èñõîäíîé ñõåìû. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ ÑÔÝ Σ′ , ðå-
àëèçóþùàÿ ÔÀË f ′ , ÿâëÿþùóþñÿ ðåçóëüòàòîì óêàçàííîé ïîäñòàíîâêè x = σ â
ÔÀË f . Ïðè ýòîì ÑÔÝ Σ′ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 ÔÝ ìåíüøå, ÷åì ÑÔÝ
Σ (ñì., íàïðèìåð, [6℄), åñëè x  íåçàáèâàåìàÿ ÁÏ ÔÀË f , ïîñòóïàþùàÿ íà âõîä
õîòÿ áû îäíîãî ÔÝ ϕ , ϕ ∈ {&,∨} , â ÑÔÝ Σ (èìåþùàÿ ϕ-âõîæäåíèå â Σ), à σ = 0
â ñëó÷àå ϕ = & è σ = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Óêàçàííóþ ïîäñòàíîâêó êîíñòàíòû σ
âìåñòî ÁÏ x áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé äëÿ ÑÔÝ Σ . Ïîäñòàíîâêó â óêàçàííûõ
ñëó÷àÿõ ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíñòàíò áóäåì íàçûâàòü èíâåðñíîé.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå îðìóëû-ÑÔÝ ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè â áàçè-
ñå Á0 , ãäå ÔÝ ¾&¿ è ¾∨¿ èìåþò âåñ 1 , à ÔÝ ¾¬¿  âåñ 0 . Ñëîæíîñòü òàêîé
îðìóëû-ÑÔÝ Σ , òî åñòü ÷èñëî ÔÝ ¾&¿ è ¾∨¿ â íåé, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
L(Σ) . Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [6℄), ÷òî ïðè ýòîì R(Σ) = L(Σ) + 1 . Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ÁÏ èìååò áåñïîâòîðíîå (êðàòíîå) âõîæäåíèå â ÑÔÝ Σ , åñëè îíà èëè å¼
îòðèöàíèå âñòðå÷àþòñÿ â Σ òîëüêî 1 ðàç (ñîîòâåòñòâåííî, áîëåå 1 ðàçà).
Èç ââåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé è îòìå÷åííûõ âûøå àêòîâ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ÑÔÝ
Σ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ÑÔÝ Σ ñòàíäàðòíîé ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòû âìåñòî íåçàáèâàå-
ìîé ÁÏ x ÔÀË f , òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
L(Σ′) 6 L(Σ)− 2,
ïðè÷¼ì áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî
L(Σ′) 6 L(Σ)− 3
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êðàòíîé ÁÏ x ÑÔÝ Σ .
Ïóñòü òåïåðü ÑÔÝ Σ ðåàëèçóåò êâàçèìóëüòèïëåêñîðíóþ ÔÀË ïîðÿäêà n . Íà-
çîâ¼ì âõîæäåíèå èíîðìàöèîííîé ïåðåìåííîé yi , 1 6 i 6 2
n
, â ÑÔÝ Σ êàíîíè÷å-
ñêèì, åñëè îíà íå èìååò êðàòíîãî âõîæäåíèÿ â ñõåìó è ïîäà¼òñÿ íà âõîä ÔÝ òèïà
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¾&¿ èëè ¾∨¿, íà äðóãîé âõîä êîòîðîãî ïîäà¼òñÿ íåêîòîðàÿ àäðåñíàÿ ÁÏ èëè å¼ îò-
ðèöàíèå. Óêàçàííûå ÔÝ áóäåì íàçûâàòü âõîäíûìè ÔÝ ÑÔÝ Σ , à ñîîòâåòñòâóþùèå
ïåðåìåííûå  ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì â ñõåìå Σ .
Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé îðìóëû F ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè â áàçèñå Á0 ,
ðåàëèçóþùåé ÔÀË µn , n > 2 , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî




Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (6) äëÿ îðìóëû F ñ
ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè, ðåàëèçóþùåé ÔÀË µn è èìåþùåé ìèíèìàëüíûé ðàíã
ñðåäè âñåõ òàêèõ îðìóë.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ñîîòâåòñòâóþùóþ F ÑÔÝ â áàçèñå Á0 è ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîäñòàâèì âìåñòî âñåõ èíîðìàöèîííûõ ÁÏ, èìåþùèõ êðàòíîå âõîæäåíèå â ÑÔÝ
Σ , êîíñòàíòû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì4. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà ïîëó÷èì
ÑÔÝ Σ̂(1), ðåàëèçóþùóþ êâàçèìóëüòèïëåêñîðíóþ ÔÀË µ̂
(1)
n è áåñïîâòîðíóþ ïî
âñåì èíîðìàöèîííûì ÁÏ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ÑÔÝ Σ̂(1) íà îäèí èç âõîäîâ ýëåìåíòà êîíúþíêöèè èëè
äèçúþíêöèè ïîäà¼òñÿ èíîðìàöèîííàÿ ÁÏ, òî íà åãî âòîðîé âõîä ïîäà¼òñÿ ÔÀË,
íå çàâèñÿùàÿ ñóùåñòâåííî îò èíîðìàöèîííûõ ÁÏ, òàê êàê îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ
ïðîòèâîðå÷èëà áû íåçàáèâàåìîñòè ìíîæåñòâà èíîðìàöèîííûõ ÁÏ. Çàìåòèì òàê-
æå, ÷òî âñå èíîðìàöèîííûå ÁÏ âõîäÿò â Σ̂(1) ëèáî ÷åðåç ýëåìåíò ¾&¿, ëèáî
÷åðåç ýëåìåíò ¾∨¿, íî íå ÷åðåç ýëåìåíò îòðèöàíèÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå êâàçèìóëüòèïëåêñîðíàÿ ÔÀË, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé, áûëà áû àíòèìîíîòîííà
ïî íåêîòîðîé èíîðìàöèîííîé ÁÏ.
àññìîòðèì òåïåðü òå ýëåìåíòû êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè ÑÔÝ Σ̂(1), íà îäèí
èç âõîäîâ êîòîðûõ ïîäà¼òñÿ èíîðìàöèîííàÿ ÁÏ, à íà äðóãîé âõîä  âûõîä ïîäñõå-
ìû, ñîäåðæàùåé õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò êîíúþíêöèè èëè äèçúþíêöèè. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó øàãó ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì êîíñòàíòû
âìåñòî èíîðìàöèîííûõ ÁÏ, ïîäàâàåìûõ íà âõîäû óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ, è âû-
ïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óìåíüøàåò
ñëîæíîñòü ñõåìû íå ìåíåå ÷åì íà 3 . Ïîëó÷åííóþ ÑÔÝ îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ̂(2) è
çàìåòèì, ÷òî âñå èíîðìàöèîííûå ÁÏ â íåé èìåþò êàíîíè÷åñêîå âõîæäåíèå.
Ïóñòü, äàëåå, èíîðìàöèîííàÿ ÁÏ y′ èìååò ϕ-âõîæäåíèå â ñõåìó Σ̂(2) , ãäå ϕ ∈
∈ {&,∨} , è âûõîä ýòîãî ÔÝ ϕ ïîäà¼òñÿ íà âõîä ÔÝ òàêîãî æå òèïà. Ïîäñòàâèâ
âìåñòî ÁÏ y′ êîíñòàíòó ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, óäàëèì èç ÑÔÝ Σ̂(2) ïî êðàéíåé
ìåðå 3 ÔÝ êîíúþíêöèè èëè äèçúþíêöèè. Âûïîëíèâ òàêèå ïîäñòàíîâêè âìåñòî
âñåõ èíîðìàöèîííûõ ÁÏ, îáëàäàþùèõ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè, ïîëó÷èì â ðå-
çóëüòàòå ÑÔÝ Σ̂(3), äëÿ êîòîðîé





ãäå S  ÷èñëî èíîðìàöèîííûõ ÁÏ èñõîäíîé ìóëüòèïëåêñîðíîé ÔÀË µn , âìåñòî
êîòîðûõ áûëè ïîäñòàâëåíû êîíñòàíòû.
Äàëåå ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ãðóïïû, ñîñòîÿùèå èç îäíî-
òèïíûõ âõîäíûõ ýëåìåíòîâ, âûõîäû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè äåðåâà, ñîñòàâ-
ëåííîãî èç ÔÝ äðóãîãî òèïà. Òàêóþ ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé òèïà ¾∨¿
(òèïà ¾&¿), åñëè äåðåâî ñîñòàâëåíî èç ýëåìåíòîâ äèçúþíêöèè (ñîîòâåòñòâåííî,
4
Åñëè èíîðìàöèîííàÿ ÁÏ èìååò êàê & -, òàê è ∨ -âõîæäåíèå, òî ïîäñòàâèì âìåñòî íå¼ ïðî-
èçâîëüíóþ êîíñòàíòó.
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êîíúþíêöèè) ëèáî åñëè â ãðóïïó âõîäèò òîëüêî îäèí âõîäíîé ÔÝ òèïà ¾&¿ (ñîîò-
âåòñòâåííî, òèïà ¾∨¿)  òàêèå ãðóïïû áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûìè . Îáîçíà÷èì
÷åðåç nG ÷èñëî èíîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ, ïîñòóïàþùèõ íà âõîäû ãðóïïû G .
Äîêàæåì, ÷òî nG 6 n ïðè n > 2 . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàéä¼òñÿ àäðåñíàÿ
ÁÏ xk , 1 6 k 6 n , òàêàÿ, ÷òî ëèáî îíà ñàìà, ëèáî å¼ îòðèöàíèå ïîäà¼òñÿ íå ìåíåå
÷åì íà äâà âõîäíûõ ÔÝ σ′ è σ′′ ãðóïïû G , è ïóñòü íà èõ âûõîäàõ ðåàëèçóþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî óíêöèè g′(xk, y




′′) = y′′ ∗ xα
′′
k , ãäå ∗ ∈ {∨,&}
è α′, α′′ ∈ {0, 1} . àññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
Ñëó÷àé 1. Åñëè α′ = α′′ , âûïîëíèì èíâåðñíóþ ïîäñòàíîâêó êîíñòàíòû âìåñòî
èíîðìàöèîííîé ÁÏ y′ è çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ÑÔÝ ðåà-
ëèçóåò ÔÀË, íå çàâèñÿùóþ ñóùåñòâåííî îò èíîðìàöèîííîé ÁÏ y′′ , òàê êàê â
ñëó÷àå, åñëè íà àäðåñíûå ÁÏ ïîñòóïèë íîìåð èíîðìàöèîííîé ÁÏ y′′ , òî íà âû-
õîäå âñåé ãðóïïû ðåàëèçóåòñÿ ïîäñòàâëåííàÿ êîíñòàíòà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 2. Åñëè α′ 6= α′′ , òî ïîäñòàâèì èíâåðñíûì îáðàçîì êîíñòàíòû âìåñòî
èíîðìàöèîííûõ ÁÏ y′ è y′′ è çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ÑÔÝ
ðåàëèçóåò ÔÀË, íå çàâèñÿùóþ ñóùåñòâåííî îò ëþáîé äðóãîé èíîðìàöèîííîé ÁÏ
èç èñõîäíîé ãðóïïû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èõ íåçàáèâàåìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé
ñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.
Èòàê, â ëþáóþ ãðóïïó âõîäèò íå áîëåå n èíîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ, ïðè-
÷¼ì âñå îíè ðàçëè÷íû. Åñëè âûõîä ãðóïïû òèïà ϕ , ϕ ∈ {&,∨} , ïîäà¼òñÿ íà âõîä
ýëåìåíòà äðóãîãî òèïà, òî âûïîëíèì ñòàíäàðòíóþ ïîäñòàíîâêó êîíñòàíò âìåñòî
âñåõ nG èíîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ ýòîé ãðóïïû. Ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðèâåä¼ííîé ÑÔÝ áóäåò ìåíüøå ñëîæíîñòè èñõîäíîé ÑÔÝ íà âåëè÷èíó íå ìåíåå
÷åì nG + (nG − 1) + 2 = 2nG + 1 . Ïîâòîðèâ ýòó îïåðàöèþ äëÿ âñåõ òàêèõ ãðóïï,
ïîëó÷èì òàêóþ ÑÔÝ Σ̂(4), ÷òî âûõîä ëþáîé ãðóïïû òèïà ϕ , ϕ ∈ {&,∨} , ïîäà¼òñÿ
















+ 2T + U, (8)
ãäå Gk , 1 6 k 6 U ,  âñå òå âûäåëåííûå ãðóïïû ýëåìåíòîâ ÑÔÝ Σ̂
(3), â êîòîðûõ áû-
ëè âûïîëíåíû óêàçàííûå ñòàíäàðòíûå ïîäñòàíîâêè, U  ÷èñëî òàêèõ ãðóïï, à T 
îáùåå ÷èñëî èíîðìàöèîííûõ ÁÏ, âìåñòî êîòîðûõ áûëè ïîäñòàâëåíû êîíñòàíòû
íà äàííîì øàãå. Çàìåòèì, ÷òî â ÑÔÝ Σ̂(4) íà âõîä îäíîãî ÔÝ íå ìîãóò ïîäàâàòüñÿ
âûõîäû äâóõ ðàçíûõ ãðóïï, òàê êàê ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû èõ ìàêñèìàëüíîñòè ïî
âêëþ÷åíèþ.
Â ÑÔÝ Σ̂(4) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàêðîãðóïïû, ñîñòîÿùèå èç ãðóïïû è ÔÝ,
íà âõîä êîòîðîãî ïîäà¼òñÿ âûõîä ãðóïïû. Âòîðîé âõîä ýòîãî ÔÝ áóäåì ñ÷èòàòü
åäèíñòâåííûì âõîäîì ìàêðîãðóïïû. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàêñèìàëüíûå ïî
âêëþ÷åíèþ öåïè, ñîñòàâëåííûå èç ìàêðîãðóïï, âûõîä êàæäîé èç êîòîðûõ, êðîìå
ïîñëåäíåé, ïîäà¼òñÿ íà âõîä äðóãîé ìàêðîãðóïïû. Òàêóþ öåïü áóäåì íàçûâàòü îä-
íîâõîäîâûì ìàêðîýëåìåíòîì. Åãî åäèíñòâåííûé âõîä ñîâïàäàåò ñî âõîäîì âåðõíåé
ìàêðîãðóïïû â öåïè, à âûõîä  ñ âûõîäîì ïîñëåäíåé ìàêðîãðóïïû.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òèïû ìàêðîãðóïï â ìàêðîýëåìåí-
òå ÷åðåäóþòñÿ. Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ìàêñèìàëüíîñòüþ
ïî âêëþ÷åíèþ èñõîäíûõ ãðóïï è òîæäåñòâàìè àññîöèàòèâíîñòè, ïîëó÷èâ â ðåçóëü-
òàòå ýêâèâàëåíòíóþ ñõåìó òðåáóåìîãî âèäà áåç èçìåíåíèÿ ñëîæíîñòè.
àññìîòðèì öåïè, èäóùèå îò ëèñòüåâ äåðåâà ê åãî êîðíþ è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
ìàêðîýëåìåíòû, íî íå íà÷èíàþùèåñÿ â íèõ. Íàçîâ¼ì òàêèå öåïè ñòàíäàðòíûìè
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è äîêàæåì, ÷òî ïðè n > 2 íà âõîäû âñåõ ìàêðîãðóïï, ëåæàùèõ íà îäíîé òàêîé
öåïè, ïîäà¼òñÿ íå áîëåå (n + 1) èíîðìàöèîííîé ÁÏ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è
çàìåòèì, ÷òî òîãäà íàéä¼òñÿ àäðåñíàÿ ÁÏ xi , 1 6 i 6 n , âõîäÿùàÿ, ïî äîêàçàííîìó,
ïî êðàéíåé ìåðå â äâå ðàçíûå ìàêðîãðóïïû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ìàêðîãðóïïû
îäíîãî òèïà è â ðàñïîëîæåííóþ âûøå èç íèõ â öåïè âõîäÿò ñâÿçàííûå ÁÏ xαi è
y′ , à âî âòîðóþ  ñâÿçàííûå ÁÏ xβi è y
′′
. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü α = β . Òîãäà, âûïîëíèâ èíâåðñíóþ ïîäñòàíîâêó êîíñòàíòû
âìåñòî ÁÏ y′′ , ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷èì ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ ÔÀË, íå çàâèñÿùóþ
ñóùåñòâåííî îò èíîðìàöèîííîé ÁÏ y′ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò å¼ íåçàáèâàåìîñòè è
äîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü ýòîãî ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü α 6= β . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âåðõíÿÿ ìàê-
ðîãðóïïà ðàñïîëîæåíà ïåðâîé ñðåäè ìàêðîãðóïï â ðàññìàòðèâàåìîé öåïè, òàê êàê
èíà÷å, âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå èíâåðñíûå ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò âìåñòî ÁÏ y′
è y′′ , ìû ïîëó÷èëè áû ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ ÔÀË, íå çàâèñÿùóþ ñóùåñòâåííî îò
ëþáîé äðóãîé èíîðìàöèîííîé ÁÏ èç ìàêðîãðóïï, ðàñïîëîæåííûõ âûøå.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àäðåñíàÿ ÁÏ xi âõîäèò â ìàêðîãðóïïû ðàçíûõ òèïîâ,
òî àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Åñëè α 6= β , òî, âûïîëíèâ èíâåðñíóþ ïîäñòàíîâêó êîíñòàíòû âìåñòî
ÁÏ y′′ , ïîëó÷èì ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ ÔÀË, íå çàâèñÿùóþ ñóùåñòâåííî îò èíîð-
ìàöèîííîé ÁÏ y′ , à ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü α = β . Òîãäà, àíàëîãè÷íî, âåðõíÿÿ ìàêðîãðóïïà ðàñïîëîæåíà
ïåðâîé â öåïè, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷åííàÿ ïîñëå èíâåðñíîé ïîäñòà-
íîâêè êîíñòàíò âìåñòî ÁÏ y′ è y′′ ÑÔÝ ðåàëèçîâûâàëà áû ÔÀË, íå çàâèñÿùóþ
ñóùåñòâåííî îò ëþáîé èíîðìàöèîííîé ÁÏ èç ìàêðîãðóïï, ðàñïîëîæåííûõ âûøå.
Èòàê, åñëè â ìàêðîýëåìåíòû, ëåæàùèå íà îäíîé ñòàíäàðòíîé öåïè, âõîäèò áîëåå
(n + 1) èíîðìàöèîííîé ÁÏ, òî êàæäàÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ àäðåñíàÿ ÁÏ âõîäèò â
âåðõíþþ ìàêðîãðóïïó íà ýòîé öåïè.
Äîêàæåì, ÷òî åñëè àäðåñíàÿ ÁÏ xi , 1 6 i 6 n , èìååò êðàòíîå âõîæäåíèå
â ìàêðîýëåìåíò, òî âåðõíÿÿ ìàêðîãðóïïà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Âûïîëíèì äî-
êàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü â âåðõíþþ ìàêðîãðóïïó âõîäèò ïî êðàéíåé






2 , 1 6 j 6 n .
Ïóñòü â íåêîòîðîé äðóãîé ìàêðîãðóïïå èìååòñÿ âõîæäåíèå ñâÿçàííûõ ÁÏ xα
′
i è
y′′1 , ïðè÷¼ì α = α
′
(α 6= α′ ) â ñëó÷àå, åñëè ìàêðîãðóïïû èìåþò ðàçíûé (îäèíàêî-
âûé) òèï. Ïîäñòàâèì âìåñòî ÁÏ y′1 è y
′′
1 ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû èíâåðñíûì
îáðàçîì. Òîãäà ÔÀË, ðåàëèçóåìàÿ ïðèâåä¼ííîé ÑÔÝ, íå çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò
èíîðìàöèîííîé ÁÏ y′2 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò å¼ íåçàáèâàåìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðå-
äè àäðåñíûõ ÁÏ, âõîäÿùèõ â ìàêðîãðóïïû, ðàñïîëîæåííûå íà îäíîé ñòàíäàðòíîé
öåïè, òîëüêî îäíà ìîæåò èìåòü êðàòíîå âõîæäåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè n > 2 â ìàêðîýëåìåíòû, ëåæàùèå íà îäíîé ñòàíäàðòíîé
öåïè, âõîäèò íå áîëåå (n+ 1) èíîðìàöèîííîé ÁÏ.
Âûäåëèì âñå ìàêðîýëåìåíòû, íèæå êîòîðûõ íà ñòàíäàðòíûõ öåïÿõ íåò äðó-
ãèõ ìàêðîýëåìåíòîâ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ìàêðîýëåìåíòà ðàññìîòðèì ïîäñõåìó,
ñîñòîÿùóþ èç íåãî ñàìîãî, èç ÔÝ, íà âõîä êîòîðîãî ïîäà¼òñÿ âûõîä äàííîãî ìàê-
ðîýëåìåíòà, à òàêæå èç âñåõ îñòàëüíûõ ÔÝ èñõîäíîé ÑÔÝ, íàõîäÿùèõñÿ âûøå íåãî.
Çàìåíèì âî âñåõ òàêèõ ïîäñõåìàõ êàæäûé îäíîâõîäîâîé ìàêðîýëåìåíò ðåáðîì è
ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå äåðåâüÿ. ßñíî, ÷òî åñëè â òàêîì äåðåâå J
ëèñòüåâ, òî â í¼ì (J − 1) âíóòðåííÿÿ âåðøèíà è â íåãî âõîäèò, ïî äîêàçàííîìó,
íå áîëåå (n + 1) · J èíîðìàöèîííûõ ÁÏ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R îáùåå ÷èñëî ïî-
ëó÷åííûõ äåðåâüåâ. Òîãäà â èñõîäíîé ÑÔÝ Σ̂(4) ñîäåðæèòñÿ åù¼ ïî êðàéíåé ìåðå
Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÌÓËÜÒÈÏËÅÊÑÎÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ Â ÊËÀÑÑÅ pi -ÑÕÅÌ 105
R∑
i=1
(Ji − 1) + R − 1 = M − 1 äîïîëíèòåëüíûõ ÔÝ, ãäå Ji , 1 6 i 6 R ,  ÷èñëî
ëèñòüåâ â äåðåâå ñ íîìåðîì i , à M  ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ öåïåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
óíèêàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêðîýëåìåíòîâ.
ÔÀË, ðåàëèçóåìàÿ ÑÔÝ Σ̂(4) , çàâèñèò îò 2n − S − T èíîðìàöèîííûõ ïåðå-






> 2 · (2n − S − T ) +M − 1,





> 2 · (2n − S) + U +M − 1.
Òàê êàê íè â ìàêðîãðóïïó, íè â îäíîâõîäîâîé ìàêðîýëåìåíò, íè â ñòàíäàðòíóþ













îòêóäà â ñèëó îöåíêè (7) ïîëó÷àåì:
L(Σ) > 2 · 2n +
2n − S
n+ 1























àáîòà âûïîëíåíà ïðè 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Summary
S.A. Lozhkin, N.V. Vlasov. On Multiplexer Funtion Complexity in the pi -shemes Class.
It is proven that n-th's order multiplexer realization omplexity in pi - shemes lass is








and, thus, the so-alled high-auray asymptoti bounds
for the stated omplexity are established for the rst time.
Key words: multiplexer funtion, omplexity, parallel-onseutive sheme, high-auray
asymptoti bounds.
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